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ABSTRACT：Interval estimation for the difference of independent binomial proportions is no doubt one of 
the most fundamental problems in statistical data analysis. Several types of intervals have been introduced in 
the literature. This paper reviews such intervals and evaluates them in terms of coverage probability (actual 
confidence coefficient). Our first finding is that if it is required that the coverage probability should be 
greater than the nominal confidence coefficient then the exact interval is the only method to be used. The 
second finding is that, if we require that the coverage probability is near the nominal value on average, either 
the hybrid score interval or the Wald interval with a standard error suggested by the testing problem is easily 
calculated and also shows good performance. 
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１. はじめに 

 

 二項分布に関する統計的推測は正規分布と並んで

最も多く議論され，その応用分野も多岐に渡ってい

る。特に医薬分野では，薬剤あるいは治療法の有効

性が二項分布に基づく推測により評価され，新薬な

どの承認の可否を含め実際上大きな意味を持ってく

る。二項分布は離散型確率分布の中で最も基本的な

ものであり，どのような初等的な教科書でも必ず扱

われているので，その推測法はすでに確立している

と考えられがちである。しかし，実際はそうではな

い。その証拠に，二項分布の推測に関する学術論文

が近年になってもなおいくつも書かれ続けている。 

本論では，特に 2 つの二項確率の差の信頼区間につ 
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いて，これまでの研究をまとめるとともに，実用上

有益な方法は何であるかを探る。 

 試行回数 n，二項確率 p の二項分布を  B(n, p) と

書く。2 つの独立な二項分布  B(m, p1) および  B(n, 

p2) の場合，成功の確率の差  θ = p1 –  p2 の信頼区間

は，それぞれの群における成功の回数を  x  および y 

としたとき，各群の成功の比率を mxp /ˆ1 = ， nyp /ˆ2 =  

として 
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とすることが初等的な教科書では多い。ここで

z(α/2) は標準正規分布  N(0, 1) の上側 100α/2%点で

ある（95%信頼区間の場合は  z(0.025) ≈ 1.96）。とこ

ろが，最近の研究では特にサンプルサイズがそう大

きくない場合  (1.1) は好ましくないというのがほぼ

一致した見解である。 

 2 標本での最大の問題点は，未知の二項確率が  p1 
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と p2 と 2 つあるのに対し，差 θ = p1 – p2 というひ

とつのパラメータのみに注目することから今 1 つの

パラメータが攪乱母数となり，その扱いをどのよう

にするかにある。 

 

２. 二項分布の基本的性質 

 

 ここでは二項分布に関する基本的な性質をまとめ

ておく。詳しくは Johnson, Kotz and Kemp (1992) あ

るいは竹内・藤野 (1981) などを参照されたい。以

下では，離散型確率変数 X が試行回数 n，成功の

確率 p  の二項分布に従うことを  X  ~ B(n, p) と書く。

X の確率関数は  x = 0, 1, . . . , n に対して 

xnx
xn ppCxXpxf −−=== )1()Pr()|(  

である（ここで nCx = n!/{x!(n – x)!} は二項係数）。X  

の低次のモーメントは以下のようである： 

・期待値：E[X] = np 

・分散：V[X] = np(1 – p) 

・平均値まわりの 3 次モーメント： 

µ3 = E[(X  – np)3] = np(1 – p)(1 – 2p) 

・平均値まわりの 4 次モーメント： 

 µ4 = E[(X  – np)4]  

 = np(1 – p){1 + 3(n – 2)p(1 – p)} 

・歪度： 
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・尖度： 
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これより  X/n の期待値と分散は 

・期待値：E[X/n] = p 

・分散：V[X/n] = p(1 – p)/n 

となり，歪度  β1[X/n] と尖度  β2[X/n] はそれぞれ  

(2.1)，(2.2) と同じである。また， 
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も容易に示される。 

 X および Y が互いに独立にそれぞれ B(m, p1)，

B(n, p2) に従うとき，同時確率関数は 

 yny
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である。ここで二項確率の差を θ = p1 – p2 とすると，

(2.4) は 
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ynxm ppppCC
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となる。さらに，ξ = (p1 + p2)/2 と置くと p1 = (2ξ + 

θ)/2，p2 = (2ξ – θ)/2 であるので，(2.4) は 
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となる。また，p2 のオッズを λ = p2/(1 – p2) とし，

オッズ比を 
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として，s = x + y と置き  (2.4) を変形すると 
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となる。したがって，X + Y = s が与えられたときの  

X の条件付確率関数は 

  ∑ −−=
k

k
ksnkm

x
xsnxm CCCCsxg ψψψ ),|(1  (2.8) 

とオッズ比 ψ のみの関数となる。この確率分布は

非心超幾何分布とよばれる。特に  ψ = 1，すなわち  

p1 = p2 のときは 

 snmxsnxm CCCsxg +−= /)|(1  

と通常の超幾何分布になる。 

 次節以降の議論のため X/m – Y/n  のモーメントを

求めておく。結果は以下のようである： 
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・平均値まわりの 3 次モーメント： 
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・平均値まわりの 4 次モーメント： 
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これより  p1 = p2 = p  のときは 
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となり，さらに m = n では 3 次モーメントは恒等的

に 0 で， 
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となることがわかる。歪度  β1[X/m – Y/n] と尖度  

β2[X/m – Y/n] は上記の結果より求められるが，応用

上重要な  p1 = p2 = p  の場合の具体的な形は 
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および 
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である。ひとつの二項分布の場合の  (2.1) および  

(2.2) とは標本数で定義される係数部分のみが異な

る。(2.9) より m と  n がほぼ同じであれば  p の値

にかかわらずその分布はおおよそ左右対称となり，

正規分布への近似がよくなる。また，m = n のとき  

(2.10) は 
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と (2.2) で試行回数が 2n  になった場合と一致する。

図 2.1は  m = n = 20，p1 = p2 = 0.9 の場合の X/m – Y/n 

の分布とその正規近似である。ひとつの二項分布の

ときと異なり，二項確率が 1 に近くても正規近似は

かなりよい。 
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図 2.1 差 X/m � Y/n の分布と正規近似 

（m = n = 20, p1 = p2 = 0.9） 

 

３. 種々の信頼区間とその性質 

 

 ここでは，X および Y を互いに独立にそれぞれ  

B(m, p1)，B(n, p2) に従う確率変数としたとき，確率

の差 θ = p1 – p2 の信頼区間の構成法を挙げ，その基

本的な性質を吟味する。3.1 節および 3.2 節では正規

近 似 に よ る 方 法 を 取 り 上 げ る 。 3.1 節 で は  

]ˆ[)2/(ˆ θαθ SEz±  の形の区間を比較し，3.2 節ではス

コア型および擬似的なデータを加える方法を扱う。

さらに，3.3 節では尤度関数に基づく区間，3.4 節で

は正確な確率計算による方法を議論する。数値例は
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3.5節でまとめて示す。なお，Newcombe (1998b) で

は，本節で取り上げた信頼区間以外のものを含め全

部で 11 種類の区間の比較を行なっている。 

 

3．1 正規近似に基づく方法－1 

 二項確率 p1 および p2 の自然な推定量はそれぞ

れ mXp /ˆ1 = ， nYp /ˆ2 =  であるので，差 θ = p1 – p2 

の推定量は nYmXpp //ˆˆˆ
21 −=−=θ  とするのが

自然である（これは最尤推定量でもある）。期待値と

分散は 

  θθ =]ˆ[E ，
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ppV )1()1(]ˆ[ 2211 −+−=θ  (3.1) 

であり，m および n が十分大きいとき  θ̂  は近似

的に (3.1) を期待値と分散に持つ正規分布に従う。 
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とすると  ]ˆ[/)ˆ( θθθ SEZ −=  ~ N(0, 1) であるので，

この Z が pivot となる。これより，N(0, 1) の上側

100α/2%点を z(α/2) として 

 ]ˆ[)2/(ˆ θαθ SEz±  (3.3) 

の形の信頼区間が求められる。 ]ˆ[θSE  は  (3.2) のよ

うに未知パラメータ p1，p2 を含むので，何らかの

形で推定する必要がある。最も単純に  p1 および  p2 

に それぞれの推定値を代入して 
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とすることにより，第 1 節の (1.1) が得られる。こ

れは Wald 型の信頼区間である。 

 ]ˆ[θSE  の推定値は (3.4) だけではない。検定 

 H0 : p1 = p2  vs.  H1 : p1 ≠ p2 (3.5) 

では，H0 の下での二項確率を p1 = p2 = p とすると 

)1()/1/1(]ˆ[ ppnmSE −+=θ  であり，共通の  p の 

推定値は  )/()(ˆ nmyxp ++=  であるので，これを用

いて 
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としてもよい。Miettinen and Nurminen (1985) では  

p(1 – p)/(m + n) の不偏推定量が 

)ˆ1(ˆ)}1/(){( ppnmnm −−++  

であることから（(2.3) 参照），(3.6) の右辺の根号の

中を 

)ˆ1(ˆ)}1/()){(/1/1( ppnmnmnm −−+++  

としている。(3.5) の検定では  H0 の下での標準誤差  

(3.6) を採用するのが自然であり，実際，検定統計量  

2
2

2
21

2 ])ˆ[/()ˆˆ( θSEppZ −=  は 2 × 2 分割表の独立性

のカイ二乗検定統計量に一致し，多群の二項確率の

検定への拡張も容易である（たとえば Collett (1991) 

を参照）。SE2 を用いた信頼区間は，近似的に，この

カイ二乗検定で棄却されないパラメータの範囲とい

う解釈が成り立つ。 

 以下では (3.4) の  SE1 と (3.6) の  SE2 の比較を

行なう。信頼区間は  (3.3) で与えられるので，この

比較により各区間の区間幅の情報が得られる。 

γ = m/(m + n) と置く  (0 ≤ γ ≤ 1) 。このとき 

21 ˆ)1(ˆˆ ppp γγ −+=  である。若干の式の変形により 
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21 pppppp −−−−+−−= γγγ

が得られる。したがって，γ = 1/2 すなわち m = n  の

場合には常に  SE2 ≥ SE1 であることがわかる。m ≠ n 

では逆に  SE2 < SE1 となることもあり得る。たとえ

ば γ → 0 で 

 )ˆ1(ˆ)ˆ1(ˆ 1122 pppp −<−  

の場合である。具体的に  m = 6，n = 50 で  x = 3，y = 

5 では  5.06/3ˆ1 ==p ， 1.050/5ˆ2 ==p  および  

143.07/156/8ˆ ===p  であるので  SE2 – SE1 = – 

0.057 と負になる。 

 m = n のとき SE2 ≥ SE1 となることは次のように

しても導かれる（数学的に興味深いので示しておく）。 

2 次関数  g(x) = x(1 – x) は凹関数であるので  0 ≤ γ ≤ 
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1 より 

 )ˆ()1()ˆ()ˆ)1(ˆ( 2121 pgpgppg γγγγ −+≥−+  

となる。この左辺は  )ˆ( pg  である。したがって 

 )ˆ1(ˆ)1()ˆ1(ˆ)ˆ1(ˆ 2211 pppppp −−+−≥− γγ  

より 
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を得る。この式の右辺は  SE1 の係数部分の  1/m と  

1/n を入れ替えた形になっているので，m = n であ

れば SE2 ≥ SE1 がいえる。 

 以上をまとめて，m ≈ n であれば概ね  SE2 ≥ SE1 

であり，したがって， (3.6) の  SE2 で標準誤差を計

算したほうが区間幅が広くなる。このことは，次節

の被覆確率の比較の結果に現れてくる。 

 次に，p1 = p2 の下での  1211 /)ˆˆ( SEppZ −=  および  

2212 /)ˆˆ( SEppZ −=  の分布形の検討を行なう。分母

に (3.2) の真値を用いた 

SEppZ /)ˆˆ( 21 −=  

は，特に  m ≈ n  のとき第 2 節で見たように N (0, 1) 

に近いが，分母に推定値を用いた際の分布形はどう

かというのが問題意識である。Z1 と  Z2 は共に漸近

的には  N(0, 1) に従うことは示されるが，m および  

n があまり大きくない場合には理論的な考察は困難

であるので，ここでは数値計算の結果を示す．表 3.1

は m = n = 20 とした場合のいくつかの p1 および  

p2 に対する  Z1 と  Z2 の分散と尖度である（期待値

と歪度は恒等的に 0）．表 3.1 の計算では，x = y = 0 

および  x = y = 20 のときは  Z1 および  Z2 の分母分

子が共に  0 となるがこのときは  Z1 = Z2 = 0 とした。

また，x = 0，y = 20 および x = 20，y = 0 では  SE1 = 

0 となり，Z1  は分子が  0 でないので無限大に発散

するため，便宜上  Z1 = ± 100 とした（確率が小さい

のでいくつにしてもそう大きな影響はない）。 

 表 3.1 から p1 および p2 が極端に 0 または 1 

に近くなければ Z1 および Z2 の分散は 1 よりも

大きく，超過は Z1 のほうが大きいことが見て取れ

る。また，尖度も Z2 のほうが 0 に近く，全体とし

て Z1 よりも  Z2 が  N(0, 1) に近いことが分かる。 

 

 表 3.1  Z1 と Z2 の分散と尖度 (m = n = 20) 

p1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 0.95 0.98

p2 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 0.95 0.98
V[Z1] 1.079 1.113 1.115 1.113 1.079 0.940 0.590

V[Z2] 1.010 1.026 1.026 1.026 1.010 0.894 0.569
Kurt[Z1] -0.390 0.248 0.335 0.248 -0.390 -0.751 -0.440

Kurt[Z2] -0.543 -0.102 -0.054 -0.102 -0.543 -0.831 -0.486  

 

 上で調べた (3.4) あるいは (3.6) 以外の標準誤差

の想定値としては，根号の中の各分散の不偏推定量

を用いた 
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を用いる方法，および (3.3) に連続修正 (continuity 

correction = CC) を加えた区間 

 }]ˆ[)2/({ˆ CCSEz +± θαθ  

などが比較検討されている。連続修正項 CC  として

は，Yates の修正  CCY = 1/(2m) + 1/(2n ) を始めいく

つかのものが提案されている。これらは本報告では

扱わないので，詳しくは Hauck and Anderson (1986) 

を見られたい。 

 

3．2 正規近似に基づく方法－2 

 標本比率の差  21 ˆˆˆ pp −=θ  について，χ1
2(α) を自

由度 1 のカイ二乗分布の上側 100α%点とした 
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を p1 – p2 について解くことにより，スコア型の信

頼区間が得られる。Anbar (1983) は (3.7) で  p2 = p1 

– θ とし  θ と  p1 の関数に変形した上で，θ のスコ

ア型の信頼区間を p1 に推定値を代入することによ

り導出した。しかし  Mee (1984) はこの計算におい

て，p1 = θ + p2 として同様の計算を施すと異なる区

間になってしまうことを指摘しその対応策を示した。

いずれにしてもこれらの区間は複雑であることから，

Newcombe (1998b) は 1 変量の場合のスコア検定の

結果を用いたハイブリッド型の区間を提案した

（Agresti and Caffo (2000) も参照）。すなわち，両群

における 
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 )2/(
/)1(

|ˆ|

11

11 αz
mpp

pp
=

−
−

 

および   

 )2/(
/)1(

|ˆ|

22

22 αz
npp

pp
=

−
−

 

の解をそれぞれ  l1 ≤ u1 および  l2 ≤ u2 とするとき，

100(1 – α)%信頼区間の両端を 

  
n

uu
m

ll
zppL

)1()1(
)2/(ˆˆ 2211

21
−

+
−

−−= αθ  (3.8) 

および 

  
n

ll
m

uu
zppU

)1()1(
)2/(ˆˆ 2211

21
−

+
−

+−= αθ  (3.9) 

とするものである。本稿ではこれをハイブリッドス

コア型区間とよぶ。なお，Newcombe (1998b) および  

Agresti and Caffo (2000) では下限  (3.8) で l1，u2 を，

上限で  u1，l2 を一貫して用いているが，この選択は

ある意味で任意であり， 1p̂  と  2p̂  の大小関係に応

じて使い分けるとの提案もなされている。しかし，

次節で述べるような被覆確率の検討を行なったとこ

ろ，使い分けをしないほうが被覆確率が名目の信頼

係数に近かったため，ここでは 1p̂  と 2p̂  の大小

関係によらず (3.8) および  (3.9) で区間の両下限を

求める方法を採用する。 

 また，Agresti and Caffo (2000) は，1 変量の場合の

Agresti and Coull (1998) の観測度数に仮想的データ

を加えた Wald 型の区間に類似し，実際の観測度数  

x，y，m – x，n – y に 1 つずつの擬似データを加え，

)2/()1(~
1 ++= mxp  および  )2/()1(~

2 ++= nyp  と

して 21
~~~
pp −=θ  とし， 

 
2

)~1(~

2
)~1(~

]
~

[ 2211
1 +

−
+

+
−

=
n

pp
m

pp
SE θ  

と置いた Wald 型の区間  ]
~

[
~

1 θθ SE±  を提案した。こ

の区間は，1 標本の場合のようなスコア型区間の近

似といった意味はないが，Agresti and Caffo (2000) 

は各度数に加えるデータ数として 1 以外にもいくつ

かの場合を考察した上で種々の理由から 1 を選択し

ている。 

 

3．3 尤度関数に基づく方法 

 第 2 節で述べたように，2 つの独立な二項分布の

同時確率関数に基づく尤度関数は 2 つの二項確率  

p1 および p2 の 2 変数関数であり，差 θ = p1 – p2 の

関数として扱うためにはもう 1 つのパラメータ（攪

乱母数）の扱いが問題となる。θ でないパラメータ

の選択法は一意でなく，(2.5) のように  (θ, p1) とし

ても，あるいは  (2.6) のように ξ = (p1 + p2)/2 とし

て (θ, ξ) としてもよい。 

 攪乱母数 ψ をもつ尤度関数に基づく推測法には

大きく 2 つある。1 つ目は攪乱母数をある値におい

た条件付き推測，2 つ目は  θ をある値としたときの  

ψθ の最尤推定値を  ψ の値とする profile likelihood 

法である。条件付き推測では，攪乱母数をある値に

置くため，この母数が何らかの実際的な意味を持つ

ものである必要がある。たとえば新薬開発の臨床試

験において，既存薬の有効率 p1 に比べて開発薬の

有効率  p2 がどの程度かを評価する場合には，p1 は

基準であるので  p1 の条件付きで推測を行ない，そ

の条件を動かして推測結果を吟味するというアプロ

ーチが現実的であろう。Anbar (1983) への Mee 

(1984) の討論に対する返答で D. Anbar も同様の見

解を述べている。文献上では  (2.6) の  (θ, ξ) のパラ

メータ化が多く行なわれているが，単なる計算上の

便宜のためという感が強い。R. A. Fisher は何という

であろうか。 

 Profile likelihood 法の計算の骨子を述べる。 (2.6) 

より θ と  ξ に関する対数尤度関数は，定数項を省

いて 

 ),|,(log),( ξθξθ yxfl =  

 
)}2(2log{)()2log(

)}2(2log{)()2log(

θξθξ
θξθξ

−−−+−+
+−−++∝

yny

xmx
 

となる。θ および  ξ の最尤推定値は 

nymx //ˆ −=θ ， 2/)//(ˆ nymx +=ξ  

である。計算の目的は l(θ, ξ) を何らかの意味で θ 

の 1 変数関数と見て，ある定数 d  に対し， 

 dll ≤− ),()ˆ,ˆ( ξθξθ  

となる  θ の範囲の探索である。計算は次の 2 段階

で行なわれる： 
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(1) 与えられた θ に対し，θ を所与とした ξ の条

件付き最尤推定値 θξ̂  を求める， 

(2) 対数尤度関数の値 )ˆ,( θξθl  が  dl −)ˆ,ˆ( ξθ  以下

かどうかをチェックする。 

 

 上記の計算を  x  および y  の値が  0 または  m，n  

に等しい場合とそうでない場合に分けて実行する必

要がある。計算の詳細は Miettinen and Nurminen 

(1985) あるいは Newcombe (1998b) を参照されたい。

第 4 節の 1 標本の場合にも尤度関数法は数値計算を

必要とし，2 標本でも上記  (1) の ξ の条件付き最尤

推定値の計算および θ に関する (2) の数値的な探

索は計算上の負荷が大きいため，実用的とはいえな

い。 

 

3．4 正確な確率評価に基づく法 

 1 変量の場合の Clopper-Pearson 型区間のように，2

標本の場合も被覆確率（実際の信頼係数）が常に名

目の信頼係数以上となる区間を求めようとする試み

がなされている。Thomas and Gart (1977) は，X = x*  

が観測されたとき (2.7) のオッズ比 ψ の正確な信

頼区間  (ψL, ψU) を  (2.8) の非心超幾何分布  g1(x | s, 

ψ) を用いて 

 2/),|(
*

0
1 αψ =∑

=

x

i
Usxg  

および 

 2/),|(
*

1 αψ =∑
=

s

xi
Lsxg  

により求め，θ = p1 – p2 と ψ との関係より  θ の信

頼区間を求める方法を提唱した。 

 しかし，Santner and Snell (1980) はこの方法では必

ずしも被覆確率が名目値を上回らないことを指摘し，

次の手順を提案した：観測度数を X  = x* および  Y = 

y* とし，D(x*, y*) = x*/m – y*/n と定義する。そして

確率 

 ∑
≤

=

≤=

*)*,(),(
1

,

),|,(

*))*,(),(Pr(*)*,(
1

yxDyxD

p

pyxf

yxDYXDyxQ

θ
θ

 

を求める。ここで f(x, y | θ, p1) は  (2.5) で与えられ

る (X, Y) の同時確率である。–1 ≤ θ = p1 – p2 ≤ 1 で

あるので，p1 は  θ が与えられるとその取りうる値

の範囲は 

 ( ) ( ) ( ){ }θθθ +≤≤= 1,1min,0max: 11 ppI  

である。攪乱母数である  p1 を除くため  I(θ) の範囲

における supremumをとり 

 ( ) ( ){ }θθθ IpyxQxQ p
p

∈= 1, :*)*,(sup
1

1

 

とする。そして  Qθ ≤ α/2 を満足する  θ を探索する

ことにより 100(1 – α)%信頼区間の下限が得られる。

上限も同様に求めることができる。 

 Berger and Boos (1994) は正確な検定の方法を提

案したが，彼らの方法は信頼区間の算出に応用でき，

現に正確な確率計算のためのソフトウェア StatXact

に採用されている。この方法は攪乱母数の p1 を除

く際に，上記の Santner and Snell のアルゴリズムで  

I(θ) に関する supremum を取らず，探索範囲を限定

するものである。Berger and Boos のアルゴリズムは

以下のようである。 

 まず  p1，p2 のそれぞれについての 100(1 –  γ)%信

頼区間  A1 = (L1, U1) および  A2 = (L2, U2) を考える。

(p1, p2) ∈ A1 ×  A2 であると仮定して Santner and Snell

の手順を行なう。θmin = L2 – U1，θmax = U2 – L1 であ

るので，p1 の範囲は 

( ) ( ) ( ){ }θπθθ +≤≤+= 211211 ,min,max: UULLpI r  

となり，信頼下限は  Qθ(x*, y*) ≤ α/2 – γ  を満たす  θ 

となる。上限も同様である。この方法では  γ の値を

どう取るかが問題となる。γ = 0 のときが Santner and 

Snell の方法に相当する。また常識より γ の最大値

は α/2 を越えることはできない。StatXact では  γ = 

0.001 がデフォルトになっている。 

 

3．5 数値例 

 ここでは簡単な数値例を用い，上記で挙げた種々

の構成法によって求められた信頼区間を示す。以下

では，m = 20，n = 18 とし，x  = 8 を固定した上で  y  

= 10，2，0 とした場合を示す。m = 20，x = 8 とし

た 1 標本での信頼区間は第 4 節の数値例 4.1 で示し

ている。ここでの計算例からは，Wald (SE2) 型とス

コア型は類似し，Wald (SE1) 型は特に観測度数が 0 

あるいは n に近い場合には異なる様相を示すこと

が見て取れる。また，正確型の区間は区間幅がかな

り広くなっていることも重要な点である。m および  

n がある程度大きい場合には構成法による違いは少

ないが，m および n がそう大きくない場合には違
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いが顕著となる。 

・m = 20, n = 18, x = 8, y = 10： 156.0ˆˆˆ
21 −=−= ppθ  

 Wald (SE1) 型：  (–0.470, 0.159) 幅 = 0.629 

 Wald (SE2) 型：  (–0.474, 0.162) 幅 = 0.636 

 スコア型： (–0.424, 0.150) 幅 = 0.574 

 正確法：  (–0.502, 0.174) 幅 = 0.676 

・m = 20, n = 18, x = 8, y = 2： 289.0ˆˆˆ
21 =−= ppθ  

 Wald (SE1) 型：  (0.030, 0.548) 幅 = 0.518 

 Wald (SE2) 型：  (0.008, 0.569) 幅 = 0.561 

 スコア型： (0.006, 0.517) 幅 = 0.511 

 正確法：  (–0.031, 0.609) 幅 = 0.640 

・m = 20, n = 18, x = 8, y = 0： 4.0ˆˆˆ
21 =−= ppθ  

 Wald (SE1) 型：  (0.185, 0.615) 幅 = 0.429 

 Wald (SE2) 型：  (0.140, 0.660) 幅 = 0.519 

 スコア型： (0.147, 0.613) 幅 = 0.466 

 正確法：  (–0.084, 0.564) 幅 = 0.648 

 

４. 各信頼区間の比較 

 

 ここでは，第 3 節で議論した信頼区間のうち導出

法が過度に複雑でなく実用的なもの，および理論的

に興味深いのもとして，SE1 および  SE2 による

Wald 型信頼区間（ (1.1) および  (3.3)，(3.4)，(3.6) 参

照），ハイブリッドスコア型区間（(3.8)，(3.9) 参照）

および Santner and Snell (1980) による正確な信頼区

間（第 3.4 節参照）を取り上げ，そのパフォーマン

スを特に被覆確率の観点から吟味する。 

 これらを取り上げた（他のものを取り上げなかっ

た）理由は，SE1 による Wald 型区間は第 1 節でも

触れたとおり，多くの初等的な教科書で記載されて

いるものであり，そのパフォーマンスを調べておく

ことはきわめて重要であるからである。SE2 による

Wald 型区間およびハイブリッドスコア型区間は，計

算が比較的簡単でその解釈も容易なためである。特

に，SE2 による Wald 型区間は検定との関係が明白

であり，ハイブリッドスコア型区間は 1 標本での結

果がそのまま使えるという意味で有意義でもある。

また，下で述べるようにそれらのパフォーマンスは

類似であると同時に，他の複雑な区間もこれらとあ

まり大差はないことが過去の文献で調べられている。

正確法による区間は，被覆確率が常に名目の信頼係

数を下回ってはならないとの要請がある場合には唯

一の選択肢であるためここに選んだ。 

 ここで取り上げたものを含めたいくつかの区間に

関する比較は多くの文献でなされているので参考に

されたい（たとえば Agresti and Caffo (2000)，Beal 

(1987)，Chan and Zhang (1999)，Coe and Tamhane 

(1993)，Gart and Nam (1990)，Hauck and Anderson 

(1986)，Miettinen and Nurminen (1985)，Newcombe 

(1998b)，Peskun (1993)，Santner and Yamagami (1993)，

Soms (1989)，Wallenstein (1997) など）。 

 以下に  m = n = 20 とした場合の被覆確率のグラ

フを示す。図 4.1は各信頼区間の被覆確率の 3D 表示

である。これにより，それぞれの被覆確率の大雑把

な形状が見て取れるであろう。図 4.2 は p2 をいく

つか変えた場合に，横軸に  p1 を取った被覆確率の

グラフである。これにより被覆確率の様相がさらに

明白に読み取れる。 

 これらの図より，SE1 による Wald 型信頼区間  

(1.1) はほとんどすべての  p1，p2 において被覆確率

が名目値（この場合は 0.95）を下回り，各種文献で

望ましくないとされていることが裏付けられている。

SE2 による Wald 型区間およびハイブリッドスコア

型区間は，p1 および  p2 の組み合わせにより被覆確

率が名目値の上下に分布するが，「平均的」には名目

値に近い。正確法による信頼区間は，被覆確率が名

目値を下回らないというものの名目値からの超過が

大きく，実際上は広すぎる過度に保守的な区間とな

っている。m = n = 20 以外のサンプルサイズの設定

の場合も吟味したが傾向はほぼ同じであった。 
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a) SE1 による Wald 型信頼区間 
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(b) SE2 による Wald 型信頼区間 
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(c) ハイブリッドスコア型信頼区間 
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(d) 正確法による信頼区間 

 

図 4.1  95%信頼区間の被覆確率の3D 表示 
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(a) SE1 による Wald 型信頼区間 
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(b) SE2 による Wald 型信頼区間 
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(c) ハイブリッドスコア型信頼区間 
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(d) 正確法による信頼区間 

 

図 4.2  p2 =0.1, 0.3, 0.5 と固定したときの95%信

頼区間の被覆確率（横軸：p1） 

 

５. おわりに 

 

 2 標本での二項確率の差の信頼区間について概観

してきた。2 標本での確率の差の場合は，二項確率

が 0 あるいは  1 に近くても統計量 21 ˆˆˆ pp −=θ  の

標本分布の歪みが少ない代わりに攪乱母数の取り扱

いが難しい。第 1 節で述べたように，(1.1) の Wald

型の信頼区間は被覆確率（実質の有意水準）が名目

の信頼係数を下回るという意味で望ましいものでは

ない。では，多く提案されている信頼区間の中でど

れが望ましいものであろうか。選択は区間の使われ

方による。被覆確率がすべての母集団確率の下で名

目の信頼率を下回ってはならないとの要請がある場

合には，正確な信頼区間が唯一の選択肢である。た

だし，被覆確率が名目値を上回る程度は想像以上に
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大きく，保守的なものとなってしまう点は注意を要

する。 

 被覆確率が「平均的に」名目値に近ければよいの

であれば選択肢は広がる。2 標本における確率の差

では，(3.6) の  SE2 に基づく Wald 型の区間 (3.3) が

検定との関係も明白でしかも計算が簡単である点，

推奨に足るであろう。多群への拡張性の点からも有

用である。それ以外の区間は，多少被覆確率の面で

性能がよくなることで統計家は満足しても，計算法

が面倒で実用的とはいい難く教科書には載せにくい。

統計手法は，統計の専門家のみならず実務に携わる

多くの人々にとって有用かつ分かりやすいものでな

くてはならない。統計の専門家がわずかの性能の向

上を示す手法を提案しても実務家に受け入れられな

いのでは意味がない。サンプルサイズがある程度大

きければ，最も単純な (1.1) の Wald 型で事足りるが，

そうでない場合にはこれらの区間は望ましくない。

したがって，教科書の記述を，確率の差では  SE2 に

基づくものあるいはハイブリッドスコア型区間に変

える必要があると考える。 

 本報告で議論しなかった話題としてサンプルサイ

ズの設計の問題がある。サンプルサイズを設計する

ためには信頼区間の構成法を定めておかなければな

らない。2 変量の場合には Farrington and Manning 

(1990)，Levin and Chen (1999)，Sahai and Khurshid 

(1996) などの研究があるが，さらに研究を進める必

要がある。 

 本報告での題材は初めに述べたように古典的なも

のである。しかし，計算手段の進展に伴い，これま

で看過されてきた事柄が新たな問題として認識され

たのである。この種の問題は決して少なくない。 
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